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Querido alumno:

Bienvenido a la unidad Patrones y figuras. En esta unidad, identificaras
patrones en los numeros y en las figuras, y describiras esos patrones
usando palabras, diagramas y formulas.

Ya has visto muchos patrones en matematicas. Para los patrones que
guardan ciertas caracteristicas, aprenderas reglas y férmulas que te
ayudaran a describirlos. Algunos patrones se describen usando figuras
geomeétricas y otros se describen con una relacion matematica.

Estos son dos patrones. Uno es un patron de puntos y el otro es un
patron de figuras geométricas.

;Puedes describir el patron de puntos? ;Donde te parece que termina
el patron de las figuras?

A medida que investigues la unidad Patrones y figuras, recuerda que
los patrones existen en muchos lugares, jpracticamente dondequiera
que mires! Las destrezas que desarrolles para buscar y para describir
patrones te ayudaran siempre, tanto dentro del salén de matematicas
como fuera de él.

Atentamente.

tl equipo- de desarrollo- de Las matemdticas e contexto

VI Patrones y figuras



Patrones

Tiras de nimeros

Los patrones estan en el corazéon de las matematicas y los puedes
encontrar observando figuras, nUmeros y muchas otras cosas. En esta
unidad, descubrirds y exploraras patrones y los describirds con niumeros
y féormulas.

Abajo, se muestran numeros a partir del 0 en una tira de papel. La tira tiene
los colores rojo y blanco en forma alternada.

1. Observa que el extremo derecho de la tira es distinto del extremo
izquierdo. ;Qué te parece que indica eso?

2. a. ;Qué tienen en comun los numeros blancos?

b. Piensa un numero grande que no aparezca en la tira. ;COmo sabes
el color de tu numero?

Seccion A: Patrones 1



Q Patrones

Esta es una tira distinta con el patron repetitivo rojo, blanco, azul, rojo,
blanco, azul.

Rojo

Azul

Blanco 1

Cualquier lista de numeros que continue indefinidamente se
llama progresion.

3. ;Como puedes calcular el color de 253,679 en la progresion rojo,
blanco, azul?

Una manera de “ver” un patrén es usando puntos que representen los
numeros. Por ejemplo, los numeros rojos de la tira roja y blanca de la
pagina 1 se pueden representar asi:

o0

o0 X

ee o0 X

e o0 o0 o0

Patron de puntos: eeo o0 oo oo o0
Numero patron: 0 1 2 3 4 5

Debajo de cada patron de puntos hay un niumero. El nimero patron
te dice donde te encuentras dentro de la progresion. (Observa que los
numeros patrones empiezan con el 0 y para el nimero 0 no hay puntos.)

El nimero 1 tiene dos puntos, el nUumero 2 tiene cuatro puntos y asi
sucesivamente, suponiendo que el patron de puntos contintia formandose
de la misma manera.

4. a. Observa el patron de puntos de los numeros rojos. ;Cuantos
puntos habra cuando el niumero patrén sea el 377

b. A alguien se le ocurrio la férmula R = 2n para los numeros rojos.
;Qué te parece que significan la Ry la n?

c. iFunciona la formula? Explica tu respuesta.

2 Patrones y figuras



Patrones a

Puedes representar los numeros blancos de la tira roja y blanca de la
pagina 1 con su propio patrén: 1, 3,5, ...

Estos numeros se pueden representar con otro patron de puntos como
el siguiente.

Patron de puntos:
Numero patron: 0 1 2 3 4 5

5. a. Ahora observa el patron de los numeros blancos. jCuantos puntos
habra en el numero 50 del patrén?

b. Escribe una férmula para los numeros blancos.

Regla: “Si sumas dos numeros impatres, el resultado es un numero par”.
6. a. Usa puntos para explicar la regla anterior.
b. Inventa otras reglas como la anterior y usa puntos para explicarlas.

La progresién de numeros pares {0, 2, 4, 6, 8...} se puede describir mediante
la féormula:

Numero INICIAL 0
PROXIMO numero par = ULTIMO numero par + 2

Posiblemente ya hayas visto formulas “PROXIMO-ULTIMO” en unidades
anteriores de Las matematicas en contexto. Mas formalmente se las llama
formulas recurrentes.

7. a. Escribe una formula PROXIMO-ULTIMO para la progresion de

numeros impares:
{1,3,5, 7}

b. Compara la férmula de los nUmeros pares con la de los nimeros
impares, suponiendo que el patrén de puntos continua formandose
de la misma manera. jEn qué se parecen y en qué son diferentes?

Una férmula como la que hallaste anteriormente para niumeros pares e
impares se llama férmula directa.

8. ;Por qué te parece que a estas se las llama férmulas directas?

Seccion A: Patrones 3



Q Patrones

Mira de nuevo la progresion rojo, blanco, azul de la pagina 2.

Rojo

Azul

Blanco 1

9. a. Representa los numeros rojos, blancos y azules con patrones de
puntos semejantes a los que aparecen en las paginas 2y 3.

b. Escribe una formula PROXIMO-ULTIMO y una féormula directa para
la progresion de los numeros rojos. Establece en ambos casos
dénde empieza tu progresion.

¢. Haz lo mismo para la progresion de los numeros blancos y los
numeros azules.

d. Sisumas un numero blanco a un numero azul, jobtienes siempre
un numero rojo? Usa puntos para explicar tu respuesta.

e. Copia la tabla en tu cuaderno y complétala para todas las
combinaciones de colores.

+

4 Patrones y figuras



Patrones a

Formaciones en V y W

¢Alguna vez has visto volar a las

! aves en una formacion enV?
v
.
o —
<o AA

Puedes hacer una progresién de patrones enV usando puntos.
A continuacion estan los cuatro primeros.

i 2 | g

Este es un numero enV que tiene 17 puntos.

Seccion A: Patrones 5



a Patrones

10. a. ;Cudl es el numero patron de este dibujo?
b. ;Cuantos puntos hay en el nimero patréon 857

c. (Es posible hacer un patrén enV con 35,778 puntos? Explica, si o
no, jpor qué?

d. Escribe una formula directa que describa el nimero de puntos de
cualquier patronenV. V=7
Generalmente, la letra n se usa en las formulas directas para indicar los

nuameros patrones.

En algunos patrones, la n empieza con 0 y otras veces con 1. También
puede empezar con otros numeros.

11. Sitodavia no lo has hecho, escribe tu férmula para los patrones enV
usando la letra n.

A veces, los escuadrones de aviones vuelan en una formacion en W.

6 Patrones y figuras



Patrones a

Observa la siguiente progresion de patrones en W.

12. a. Copia esta tabla para los patrones en W y complétala.

Numero de puntos 5

Numero patron 1 2 3 4 5 6

b. Escribe una formula PROXIMO-ULTIMO para el nimero de puntos
de la progresién del patrén en W.

c. ;Cuantos puntos hay en el numero patron 167

d. Escribe una formula directa que describa el nimero de puntos de
cualquier patron en W. Luego usa tu formula para averiguar el
numero de puntos que tiene el nUumero patron 25.

Jessie compard los patrones en W con los patrones enV, y dijo: “LaW es el
doble de laV menos uno”.

13. a. ;Qué quiso decir Jessie? Usa patrones de puntos para explicar
su enunciado.

b. Explica el enunciado de Jessie con la formula directa de W = ...
yde V= ..

La fabrica de pasteles Williams
quiere poner una gran “W” con
bombillas anaranjadas en un
cartel publicitario. Compra 200
bombillas.

14. Si ponen las bombillas en
un patron en W, jcuantas
bombillas cabran en la
W mas grande que
puedan formar?

Seccion A: Patrones 7



Patrones

Resumen 2(

Las tiras de numeros y los patrones de puntos pueden ilustrar progresiones
de niumeros. Para describir las progresiones y para calcular nimeros
posteriores de una progresion, puedes usar formulas. Este es un ejemplo
donde el patréon de puntos continua formandose de la misma manera.

[ ]

[ J [ I N J

[ J [ N J [ N J

Patron de puntos: e 000 o000 o000
Nuamero patron: 0 1 2 3

Una formula PROXIMO-ULTIMO o féormula recurrente tiene dos partes: un
valor inicial y una regla para hallar cada “proximo” valor. Una férmula
recurrente para hallar el nUmero de puntos del patron de arriba es:

NL'Imero INICIAL = 1
PROXIMO nimero = ULTIMO nimero + 3

En una formula directa, la n indica el numero patron. Si Prepresenta el
numero de puntos, una formula directa del patron de arriba es:

P=3n+ 1, donde n empieza con 0.

Verifica tu trabajn>)

1. Jaime escribio la formula directa P= 1+ n + n + npara el patron de
puntos del Resumen. Indica si la férmula de Jaime es correcta o no.

8 Patrones y figuras



Mira de nuevo el patron de puntos de la pagina 3.

Patron de puntos:
Numero patron: 0 1 2 3 4 5

Para este patron, a David se le ocurrié la formula W= 2n + 1.
Cintia hall6 la formula directa W= 2(n+ 1) — 1.
2. a. ;Son correctas las dos formulas? Si o no, jpor qué?

b. ;En qué cambiaria la férmula de David si el primer numero patron
fuera 1 en vez de 0?

3. a. Construye una progresion de patrones de puntos para la férmula
directa P=5n + 2, donde n empieza en 0.

b. Escribe una formula PROXIMO-ULTIMO para la progresion.
4. a. Crea tu propia progresion de patrones de puntos.

b. Escribe una formula directa y una formula PROXIMO-ULTIMO para
tu progresion.

n 5. Reflexiona ;Qué ventajay qué desventaja tiene una formula
recurrente comparada con una formula directa?

[:I Para reflexionar mas

:Se pueden representar todas las progresiones de numeros con un patron
de puntos? Si o no, jpor qué?

Seccion A: Patrones 9



Progresiones

Aumento/disminucion constante

Una progresion que tiene un aumento o una disminucion constante se
Ilama progresion aritmética. Este es un ejemplo de progresion aritmética.
El extremo irregular derecho indica que la tira continda indefinidamente.

2 9 16 23 §

NN\

+7 +7 +7 +7

Escribe los cuatro niumeros que siguen en la tira.

T 9

;Estara en la tira el niumero 100? ;Como lo sabes?

¢Y el numero 2007

o

Escribe un numero grande que nunca aparecera en la tira. ;Como
tienes la certeza de que nunca aparecera?

o

A Jorge se le ocurrio la expresion 2 + 7n para la tira de numeros de arriba.

2. a. ;Donde empieza nen la expresion de Jorge?

b. Usa la expresion para hallar los tres nUmeros que siguen en la tira.

Esta tira de numeros muestra una progresion aritmética diferente.

__41__65__§

Halla los numeros que faltan en la tira.

Escribe una formula recurrente para esta tira de numeros.

T 9

c. Escribe una expresion para esta tira de numeros. Supon que n
empieza en cero.

10 Patrones y figuras



Progresiones ﬁ

En vez de sumar un numero en cada paso, algunas progresiones aritméticas
restan un numero en cada paso.

‘85 83 81 79 77 75 | | — §

NN

4. a. ;Cudl es la disminucion en esta progresion?

b. Escribe una expresion para esta tira de numeros. Supon que n
empieza en 0.

Explica la diferencia entre una formula (directa) y una expresion.

d. ;Cuantos pasos hacen falta para llegar al primer numero negativo
de esta tira?

5. Halla una expresion para la progresion aritmética de la tira de nUumeros
que aparece a continuacion. Supén que en tu expresion n empieza en 0.
Si lo deseas, puedes primero copiar la tira en tu cuaderno y completar
los numeros que faltan.

w
&lw
w

Ni=
NI=
=

6. Escribe los cinco primeros numeros de cada una de las progresiones
que describen las siguientes expresiones. En cada progresion, n
empieza en cero.

a. 4—-3n

1 1
b. 2§+ 7”
bn—-10
d. 12n

o

Muchas progresiones no son aritméticas. En algunas intervienen la
multiplicacién y la division.

7. a. Disena una progresion que tenga un patron o una regularidad,
pero que no sea una progresion aritmética.

b. Describe la regularidad de tu progresion.

Seccion B: Progresiones 11



Q Progresiones

Sumar y restar tiras

La tira de numeros preferida de Larry es la progresion de nimeros impares.
El decide sumar su tira de numeros impares a la tira de numeros pares.

Pares

Impares

Estos son los tres primeros niumeros de la progresion resultante:

Pares e impares

11519 §

8. Copia la tira de numeros anterior y halla los nueve numeros que siguen
en la nueva progresion.

Hay una relacion entre la nueva tira de numeros y estos patrones en W.

9. ;Cuél es esa relacion?

12 Patrones y figuras



Progresiones ﬁ

10. a. Escribe una expresién para cada una de las tres tiras de nimeros
del problema 8. Supon que n empieza en cero.

b. ;Como puedes usar tu expresion para comprobar que la tercera
progresion es la suma de las otras dos?

Compara estas tres tiras de numeros:

|
A ‘ 12 17 22 27 32 37 42 47 §
|

NN NN

+5 +5 +5 +5 +5 45 45

B ‘ 8 10 12 14 16 18 | 20 22 §

NSNS

+2 +2 +2 +2 +2 +2 +2

20 | 27 §

NN

Las tiras de numeros A y B son progresiones aritméticas. Las entradas de la
tercera tira, A + B, se forman sumando los nUmeros que aparecen en las
mismas posiciones de las tiras Ay B.

A+B

1. a. Sin completar los numeros de la tira A + B, puedes mostrar que
debe ser una progresion aritmética. Explica como.

b. Escribe expresiones para las tiras de numeros A, By A + B.

¢. Haz una tira de numeros de A — B. jForman los numeros una
progresion aritmética? Explica, si o no, jpor qué?

d. ;Qué expresion corresponde a la tira de numeros de A — B?

Seccion B: Progresiones 13



Q Progresiones

La Cy la D son otras dos tiras de numeros. La expresion de la tira C es
6 + 3ny la expresion de latira D es 4 + 5n. En ambos casos, n empieza
en cero.

Jim quiere hacer una expresion para la tira C + D. Primero hace las tiras
Cy D. Luego suma los numeros de las dos tiras para averiguar los
numeros de la tira C + D.

Después hace la expresion de la tira C + D.
12. Muestra los tres pasos de la solucién de Jim.
Gail opina que ella tiene una manera mas corta de presentar la expresion.

13. a. ;Qué podria tener Gail en mente?

b. ;Cual es la expresion de la tira de numeros C — D?

14. Copia las tres tiras en tu cuaderno. Completa los numeros que faltan
y escribe la expresidn para cada progresion de numeros.

T4 | T1 | T 1

9 3
14 5
19 7
24 + 9 =
29 11
34 13

4 + 5n + e

14 Patrones y figuras



Progresiones ﬁ

15. Copia las tres tiras que aparecen abajo. Completa los numeros que
faltan y escribe una expresién para cada progresion de numeros.

Ts | Te | T 1
11 10
17 14
23 _ 18 —
29 22
35 26

1 T T

16. a. Escribe una expresion para la sumade 17 + 5ny 13 — 7n.

b. Escribe una expresion para la diferencia de 17 + 5ny 13 — 7n.
Usa tiras de niUmeros para demostrar por qué es logica
tu respuesta.

Piramides

Guille es un artista que hace figuras geométricas de vidrio. Esta es una

progresion de sus piramides.

3 4 5 6

17. Explica los numeros que se leen debajo de las piramides.

Seccion B: Progresiones 15



Q Progresiones

Esta tira de numeros representa el numero de vértices (V) de la progresion
de piramides. Un vértice es la interseccion de las aristas de la piramide.

|
V‘4 5 6 7 _ _ §

|
8] [of [5] [l [z [g]

18. Halla una férmula para la tira de numeros V, que relacione V (el
numero de vértices) con n (el numero que se lee debajo de cada
piramide). ;Donde empieza n?

19. a. Haztiras de nUmeros para los nUmeros de aristas (A) y los
numeros de caras (C) de la progresién de piramides.
b. Escribe formulas para las tiras de nimeros Ay C.

¢. Combina las tiras de niumeros V, Ay Cen una nueva tira de
numeros cuya formula muestre V— A + C.

V—A+C ? ? ? ? ? ? §
|
&

d. ;Qué tiene de especial la tira de numeros de la parte ¢? Explica esta
propiedad especial usando las expresiones de V, Ay C.

16 Patrones y figuras



Progresiones

*s

20. a. Haz las tiras de numeros V, Ay Cde la progresion de prismas
de arriba.

b. Escribe expresiones para las tiras de numeros V, Ay C (expresadas
desde el punto de vista de n).

c. Usa las tiras de numeros o las expresiones para comprobar que
paralos prismas V— A+ C= 2.

La formula V— A + C = 2 se llama férmula de Euler. Ya has visto esta
formula en la unidad Paquetes y poligonos. La férmula funciona para
muchos poliedros. Por ejemplo, un icosaedro tiene 20 caras. Para cualquier
icosaedro, V=12, A= 30y C = 20. Con estos valores da 12 -30 + 20 = 2.

Seccion B: Progresiones 17



Progresiones

Resumen 2(

Una progresion se llama aritmética si tiene un aumento o una disminucion
constante en cada paso.

70 | 95 | 120 | 145 | 170 <§£

NN NN\

+25 +25 +25 +25 +25

A n pasos del numero inicial 70, obtienes el nimero 70 + 25n. Esta
expresion representa la progresion. Observa que n empieza en cero.

Puedes combinar progresiones de numeros sumandolas o restandolas.
La suma o la resta de las progresiones de nimeros se puede hacer con
tiras de numeros o con expresiones.

Para cualquier poliedro, la férmula de Euler V— A + C = 2 da una relacion
entre el nimero de vértices, el niumero de aristas y el nimero de caras.

Muchas otras progresiones no son aritméticas, por ejemplo la progresion

que se forma al multiplicar cada proximo término por 15:
1 1 1 1

4 E: 41 8-
Una formula recurrente para esta progresion es PROXIMO = ULTIMO x 17

Verifica tu trabajn>)

Belinda y Carmen estan ahorrando dinero de trabajos de tiempo parcial que
hacen después de la escuela.

1. a. Actualmente, Belinda tiene $75. Ella decide sumar a sus ahorros
$5 por semana. Haz una tira de nUmeros que empiece con 75y
que muestre el total de los ahorros de Belinda durante todas las
semanas. jCuales son sus ahorros al cabo de n semanas?

b. Actualmente, Carmen tiene $125. Todas las semanas, ella suma
el doble de lo que suma Belinda. jCuales son sus ahorros al cabo
de nsemanas?

18 Patrones y figuras



Vuelve a mirar la progresion.

70 | 95 | 120 | 145 | 170 | __ i

+25 +25 +25 +25 +25

2. a. ;Cuadl es el 15.° numero de esta progresion?

b. ;Cuando excede a 1,000 el valor por primera vez?

3. a. Haztu propia progresion aritmética de fracciones.
b. Escribe una expresion que represente tu progresion.

n 4. Reflexiona Sisumas dos progresiones aritméticas, jobtienes siempre
una progresion aritmetica? Explica, si o no, jpor qué?

Una torre de cinco lados se hace colocando una piramide de cinco lados
encima de un prisma de cinco lados, como se ve a continuacion.

Para esta torre:

V=11
A=20

~—1
c=1

5. a. ;Funciona la formula de Euler para una torre de cinco lados?
Explica tu respuesta.

b. Comprueba si la férmula de Euler funciona para una torre
de nlados?

I:I Para reflexionar mas

;Puedes hallar un sélido para el que no funcione la formula de Euler?
Si puedes, da un ejemplo.
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Numeros cuadrados

Examinar cuadrados

Los Jackson quieren embaldosar un patio
trasero que es cuadrado. Compraron 200
baldosas; cada baldosa mide 30 cm por 30 cm.

1. ¢(Cuales son las dimensiones del patio
cuadrado mas grande que pueden hacer?

Después de mirar varios esquemas, decidieron acomodar las baldosas de una manera
mas imaginativa. El siguiente esquema muestra cuatro cuadrados embaldosados.

etc.
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Ndmeros cuadrados Q

2. ;Cual es el cuadrado mas grande que pueden hacer los Jackson
usando este esquema con las 200 baldosas que tienen?

Para resolver el problema 2, puedes usar la progresiéon de
numeros cuadrados.

0 1 4 9 16 25 36 49

3. a. Por qué se considera que el 0 es un numero cuadrado?
b. Describe el aumento de la progresiéon de los cuadrados.

c. (Es esta una progresion aritmética? Si o no, jpor qué?

El término “cuadrado perfecto” se aclara si observas patrones de puntos.
Puedes representar el 16 en forma de patron de puntos con 4 filas de

4 puntos.
e 6 0 ©
e 6 0 ©
e 6 0 ©
e 6 0 ©

4. Usa los patrones de puntos anteriores para describir el aumento de la
progresion de los numeros cuadrados perfectos.

e o o o

e o o [ ]

e O [ ] [ ]

[ ] @ [ ] [ ] [ ]
1 2 3 4
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Q Ndmeros cuadrados

El cuadrado de 20 y el de 21 son 400 y 441, respectivamente. Esto se puede
escribir como 20% = 400 y 212 = 441.

i 400 441

5. a. Sin multiplicar, halla el cuadrado de 22.

b. Haz lo mismo para el cuadrado de 18.

La progresion de los numeros cuadrados forma varios patrones.

0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 C
NN NN NN
+1 +3 +5 +7 +9 +11 +13 +15 +17 +19

A2 V2 VN2 VIV VIV

+2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2

6. a. Describe con tus propias palabras los patrones de la progresién de
los niumeros cuadrados.

b. Continua la progresién de los cuadrados con seis numeros mas.

Trazar areas

Otra manera de calcular el cuadrado de un nimero es
con un diagrama como este.

7. Explica como se halla 322 con este diagrama.

8. a. Haz un dibujo, como el que se ve aqui, que te
30 ayude a calcular 432,

b. Haz lo mismo para 572.

30 2
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Ndmeros cuadrados Q

Donald escribid estos célculos:

200%= 40,000
+ 1?= 1

201%= 40,001

9. ;Estas de acuerdo con los calculos de arriba? Explica, si o no, jpor qué?

10. Usa el diagrama de areas para demostrar que (217)2 = 611.

11. Jackie tiene un patio cuadrado hecho de 1,444 baldosas cuadradas.
Quiere extender dos de los lados del patio, como se ve a continuacion.
¢Cuantas baldosas mas necesita?

1,444
baldosas cuadradas

- -
Tiras cambiadas
El cuadrado de un nimero n se puede expresar como n+*no como 2.
El nUmero que sigue a n se puede expresar como n + 1, por lo tanto,

el cuadradoden+ 1es(n+ 1)*(n+ 1) o(n+ 1)

12. ;Como puedes expresar el nimero que sigue a n+ 1? ;Como puedes
expresar el cuadrado de ese numero?
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Q Ndmeros cuadrados

Larry (el muchacho que estaba investigando los
numeros impares) decide sumar su progresion
de nimeros impares a la progresion de n?
(donde n empieza en 0).

1 0

3 1

5 4

7 9

9 + 16 =
1 25

13 36

A AN AN

| ! !

2n +1 n2 ?
n empieza en 0 n empieza en 0 n empieza en 0

13. Copia en tu cuaderno las tres tiras de arriba.
a. Halla los numeros que faltan y la expresion para la tercera tira.

b. ;Qué observas acerca de la progresion de los nimeros de la
tercera tira?

14. Para la tercera tira, Larry escribi6 la expresion (n + 1)2. ;Es correcta?
Explica, si 0 no, jpor qué?

15. ;Cual es la respuesta si sumas las expresiones de la primera y de la
segunda tira de niumeros?

Larry dice: “Tengo dos expresiones para la misma tira de numeros:
(n+ 1)2y n? + 2n + 1. Las dos expresiones deben ser equivalentes”.

16. Copiay usa el diagrama para explicar el
enunciado de Larry, (n+ 1)2=n?2+ 2n+ 1,

de una manera diferente.
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Ndmeros cuadrados Q

0 4
1 9
4 16
9 25
16 + = 36
25 49
36 64
AN AN AN

| ! |

n? ? (n + 2)?
n empieza en 0 n empieza en 0 n empieza en 0

La progresion de (n + 1)? empieza un paso después que la progresion de
n?. Larry se pregunta como se obtiene una progresion que empiece dos
pasos después.

17. a. Copia la tira de nUmeros del medio y complétala. Supon que, en
cada tira, nempieza en 0.

b. ;Qué expresién describe la segunda tira? (Asegurate de que, en tu
expresion, n empiece en 0).

¢. Usa las expresiones de las dos primeras tiras para escribir una expresion
equivalente para (n + 2)%

d. Con un diagrama de areas, explica tu respuesta a la parte c.

Puedes seguir empezando la progresion mas adelante, si cada vez sumas
uno mas a n, como se muestra a continuacion.

Progresion Formula, donde n empieza en 0 en cada caso
0,1,4,9, 16, n? = n?

1,4,9, 16, (n+1)2=n?+2n+1

4,9, 16, (n+22=n2+4n+4

9, 16, (n+32=n>+6n+9

18. Observando los patrones, predice cudl seria la expresion equivalente
para (n + 4)2. ;Donde empieza la progresion?

19. Halla una expresion equivalente para (2n + 1)2. Explica tu método y
como sabes que es correcto.
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Nidmeros cuadrados

Resumen 2(

El cuadrado de un nimero es ese niumero multiplicado por si mismo.
Por ejemplo:

e Elcuadradode4es4 x 4 =42 = 16.
¢ E| cuadrado de 3712 es 317 X 317 = (3712)2 = 1211.

e Elcuadradode nes n*n= n?

Los numeros como 4, 9, 1211, 36, 10,000 se llaman numeros cuadrados
y los numeros como 4, 9, 36, 10,000 son cuadrados perfectos.

La misma tira de nUmeros puede representar expresiones equivalentes.

Tanto (n + 1)2 como n? + 2n + 1 estan
representadas por 1,4, 9, 16, 25, ...,
donde n empieza en cero. a

16

25

36

49

N
!

Yasea (n+ 1)?0
m+2n+ 1
n empieza en 0

También se puede usar un diagrama
de areas para demostrar que 1
(n+12=r+2n+1.
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Verifica tu trabajn>)

1. ;Cual es el patio cuadrado mas grande que puedes hacer con 68
baldosas cuadradas? Solo puedes usar baldosas enteras.

2. Escribe dos numeros cuadrados entre 30 y 40.

Si empiezas la progresion de n? tres pasos mas adelante, obtienes la
progresion de (n + 3)2.

3. Con un diagrama de areas, demuestra que (n + 3)? esigual a la
expresion n? + 6n + 9.

4. Escribe una expresion que sea equivalente a (n + 10)2.

Esta es una progresion de cuadrados que se puede extender hasta
donde desees.

0 4 16 36 64 100 144 | ...

5. Usa las regularidades del patron para hallar los tres nUmeros siguientes
de la progresion. (Pista: vuelve a mirar el problema 6.)

I:I Para reflexionar mas

Sully dice que el cuadrado de un niumero es igual a ese numero multiplicado
por dos. ; Tiene razén en algun caso? Explica, si o no, jpor qué?
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Triangulos y nameros
triangulares

Teselados y baldosas

Aqui se ve una coleccion de baldosas. Ya debes de haber visto estas figuras
en la unidad Paquetes y poligonos.

1. Nombra la figura de cada una de estas baldosas.

En la unidad Todo es semejante, viste que se puede formar un teselado en o
cubrir el plano con cualquier triangulo. Con una baldosa triangular, también
se puede formar un teselado en un triangulo que tenga exactamente la
misma forma que la baldosa bésica. Abajo, un tridngulo equilatero forma un
teselado en un triangulo equilatero mas grande.
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Tridngulos y ntimeros triangulares

Si alternas baldosas moradas y blancas, puedes crear triangulos con
patrones interesantes.

m&&

2. a. Halla el numero total de baldosas usadas en cada triangulo.

b. ;Cuantas baldosas tienes que anadir a la fila de la base del cuarto
triangulo para obtener el quinto patron?

3. Halla el numero total de baldosas necesarias para hacer el décimo
triangulo de la progresion.

triangulo de la progresion 1 4 9 16

aparece en la tira de numeros. N N T

El nimero de baldosas de cada §

4. a. ;Cudl es el 30.° numero de esta progresion?

b. Escribe una expresion con n para esta tira de numeros. ;Dénde
empieza n?

Janet esta construyendo una mesa
triangular. Quiere cubrir toda la mesa con
baldosas triangulares. Un periodico tapa
casi toda la mesa, de modo que se puede
ver solo una fila de triangulos.

-C".‘:"\-.".w-:'h 2

i\%

5. a. ;jCuantas filas de triangulos cubren
la mesa?

b. Halla el nUmero total de baldosas
gue oculta el periddico.
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Actividad

Patrones triangulares

Tal como averiguaste en la pagina anterior, puedes usar una regla
sencilla para calcular el nUmero de baldosas de un teselado triangular.
Si en la base del teselado hay n baldosas, el nUmero total de baldosas
es igual a n2.

Estudia los teselados triangulares para ver una explicacion de por qué
funciona la regla enunciada arriba.

Usa la Hoja de actividad del estudiante 2 para responder al problema 6.

6. a. Empezando con la Figura |, refleja todos los triangulos blancos
gue hay en la base del triangulo (Figura 11). Colorea de rojo cada
triangulo reflejado (Figura 1i1).

b. Explica por qué el numero total de baldosas de la Figura | es
igual al nUmero de baldosas rojas de la version terminada de
la Figura Iil.

c. Laregla establece que el nUmero total de baldosas de la
Figura | es igual a 42. Explica esto usando la version terminada
de la Figura Iil.

d. Verifica la regla con un tridngulo que tenga cinco filas (n = 5).
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a Tridngulos y ntimeros triangulares

Numeros triangulares

En las paginas anteriores, estudiaste patrones con triangulos (como los de
la ilustracion siguiente).

El matematico griego Nicbmaco, que vivio hacia el ano 100 d. de C., estudio
los patrones de puntos triangulares. Los niumeros 1, 3, 6, 10,... se llaman
numeros triangulares.

[ o o ([
1 e o [ I ) [ I )
1 ® 06 ° e 00
+2 1 ® 6 00O
3 2 1
+3 2
6 3
+4
10

8. a. Describe todas las relaciones que veas entre los teselados
triangulares, los patrones de puntos y los niUmeros triangulares.

b. ;Que regularidades ves en cada uno de los patrones anteriores?

9. EI 30.° numero triangular es el 465. Segun este dato, jcual es el 31.°
namero triangular? ;Y el 29.°?
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Triangulos y ntimeros triangulares a

Nameros rectangulares

Nicdmaco estaba interesado en hallar una férmula directa para los nimeros
triangulares.

Como parte de su investigacion, us6 un patron al que llamo6 nimeros
rectangulares.

1 2 3 4
Los numeros rectangulares son: 2, 6, 12, 20 y asi sucesivamente.

10. a. Halla los tres numeros rectangulares siguientes.
b. ;Es el 132 un ndmero rectangular? Explica, si o no, jpor qué?
11. Ana escribi6 la formula R = n(n + 1) para los numeros rectangulares.

Barbara escribio otra formula diferente: R = n? + n. Usa patrones de
puntos para explicar la formula de Ana y la formula de Barbara.

12. a. Haz un dibujo para demostrar que cada numero rectangular es el
doble de un namero triangular.
b. Nicomaco hallé una férmula directa para los nimeros triangulares:
el n.° nimero triangular = %n(n + 1),
donde nempieza en 1.
Explica esta formula.

13. En el problema 9, hallaste el 29.°, el 30.° y el 31.° numero triangular.
Comprueba esos valores con la formula de Nicomaco.
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Actividad

Una pared de latas

14. ;Cuantas latas cabran dispuestas en forma de triangulo contra
esta pared?

2.70 m

11 niveles

16 latas

La gerente de una tienda quiere probar una forma nueva de apilar las
latas. Ella opina que una figura con forma de camello seria mas atractiva
visualmente, pero no esta segura de cuantas latas harian falta para

construir esa figura.

Usa la Hoja de actividad del estudiante 3 como ayuda para resolver el
problema 15.

15. a. Sila pila tuviera 16 latas de ancho y 17 niveles, estudia el dibujo
y halla el numero de latas necesarias para formarla.

b. Escribe los pasos de tu calculo. Explica qué tendrias que cambiar
para que pudieras seguir €sos mismos pasos con un numero
diferente de latas en la hilera inferior y un numero diferente

de niveles.
c. Disena otra forma de exhibicién. Dibuja la figura de tu propia manera

de disponer las latas. Coloca las medidas importantes y predice
cuantas latas haran falta.
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Tridngulos y ntimeros triangulares a

La competencia de ping-pong

El Consejo de Estudiantes de la Escuela
Intermedia Jefferson quiere organizar
una competencia de ping-pong. Todos
los participantes jugaran contra todos
los demas.

El Consejo de Estudiantes quiere saber cuantos partidos se jugaran.
Puedes usar patrones para hallar la respuesta por ellos.

Numero Grafica Numero
de de
jugadores partidos
2 o0——o0 1
3 ‘v’ 3
< X e

16. Copia la tabla en tu cuaderno. Continua la tabla para cinco y para
seis jugadores.

17. ;Cuantas rectas se trazan desde cada vértice para seis jugadores?
18. Observa la tabla para hallar un patrén. Usa tu patron para predecir el
numero de partidos que jugaran siete jugadores y ocho jugadores.

Comprueba tus respuestas extendiendo la tabla de tu cuaderno.

19. ;Cuantos participantes pueden competir si la cantidad maxima de
partidos que se pueden jugar son 507

20. Escribe una formula que puedas usar para calcular el nimero de
partidos correspondiente a cualquier numero de jugadores.
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Triangulos y ntimeros triangulares

Resumen 2(

En esta seccidn, hallaste una regla sencilla: el nUmero total de triangulos
pequenos que forman un teselado en un triangulo mas grande con n filas

esigual a n?.

Estudiaste también dos tipos de patrones de puntos.

Patron rectangular Patron triangular
e o o o ¢
o ([
e o6 o o °® °® °®
o o o o o o [ o

Los numeros rectangulares son: 2, 6, 12, 20 y asi sucesivamente. El n.°
numero rectangular es n(n + 1), donde n empieza en 1.

Los numeros triangulares son: 1, 3, 6, 10 y asi sucesivamente. Cuando
observas los patrones de puntos, ves que cada patron rectangular puede
dividirse en dos patrones triangulares, por lo tanto, el n.° niumero

triangular es %n(n + 1).

Verifica tu trahajn>)

1. a. Describe el patron que forman las baldosas del teselado que
aparece en el Resumen.

b. Explica como puedes hallar el nUmero total de baldosas rojas
y de baldosas blancas sin contarlas.
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2. a. Supon que tienes una pila de
tubos, como la que se muestra a
continuacion, con 5 tubos en la
base y 1 tubo en la parte superior.
Calcula el numero de tubos que hay
en la pila. Usa algun otro método
gue no sea contarlos uno por uno.

b. Calcula el numero de tubos de una
pila que tiene 25 tubos en la base
y 1 tubo en la parte superior. Usa
algun otro método que no sea
contarlos uno por uno.

c. Disena tu propio problema de tubos y resuélvelo.

3. Si empezaras a contar los puntos desde el vértice superior del
triangulo, yendo hacia abajo por filas, jcuantos puntos en total
habras contado cuando llegues al punto encerrado en el circulo?
Usa tus conocimientos sobre numeros triangulares para resolver
este problema.

-
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O Tridngulos y nimeros triangulares
L\

En el Torneo de Tenis Mec, todos los participantes jugaran contra todos
los demas. Supdn que de la Escuela Intermedia Rydell participaran
12 jugadores.

4. ;Cuantos partidos jugaran en total los 12 jugadores?

Antes de que empiece el torneo, cada participante se da la mano con
todos los competidores.

5. ;Cuantos apretones de manos habra en total?

l:l Para reflexionar mas

Halla una situacion que tenga el mismo contenido matematico que el
torneo de ping-pongy el problema de los apretones de manos.
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Practica adicional

Secciéon 0 Patrones

1. Escribe los cinco primeros nimeros de cada una de las progresiones
que describen las siguientes expresiones. En cada expresion, n empieza
en cero.

a. 2n+ 3
b. 15n— 10

1 1
C. 7n+7

2. Haz tu propia expresion y escribe los cinco primeros nimeros de la
progresion que tu expresion representa. Asegurate de que n empiece
en cero.

3. a. Escribe una férmula PROXIMO-ULTIMO para el patréon de puntos
que aparece mas abajo.

b. Describe el patrén de puntos con una formula directa D= .......

Patrén de puntos:

Nuamero patron: 2 3 4

4. a. Haz unatira de niumeros para la formula
PROXIMO numero = ULTIMO niimero + 4, se empieza con el numero 17

b. Escribe una expresion que represente la progresion.
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’ Practica adicional

Seccién 0 Progresiones

Joey y Alicia juntan revistas viejas para su escuela. Hasta ahora, Joey ha
juntado 24 revistas. Cada semana, consigue tres revistas viejas mas.

1. Haz una tira de numeros que empiece con 24 y que dé el numero de
revistas que Joey tiene al final de cada semana.

2. ;Cuantas revistas tendra Joey al cabo de n semanas?
Actualmente, Alicia tiene 39 revistas. Ella junta dos revistas por semana.
3. ;Cuantas revistas tendra Alicia al cabo de n semanas?

4. ;Cuantas revistas habran reunido Joey y Alicia juntos al cabo
de nsemanas?

-T- -T- ——
11 6
15 9
19 12
+ =

AN AN AN
! ! !

5. Copia las tres tiras de nimeros de arriba y completa las partes
faltantes. Supdén que n empieza en cero en las tres tiras de numeros.
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Practica adicional ’

6. Copia la siguiente resta de tiras de numeros y completa las partes
faltantes. Supén que n empieza en cero en las tres tiras de numeros.

-?- -T- ——
2 8
7 12
12 16

5n—3

Secciéne Nameros cuadrados

Esta es una progresion de cuatro patrones de baldosas. P representa el
numero patron.

P=4

P=2 P=3

1. Escribe una férmula directa para calcular el nimero de baldosas verdes
necesarias para cada numero patron (P). jObserva que en este
problema P empieza en uno!

2. Explica, con los patrones de baldosas de arriba, que la férmula para el
numero de baldosas blancas del niumero patréon Pes

numero de baldosas blancas =4 x (P + 1)
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’ Practica adicional

3. ;Cual es la formula para el numero total de baldosas?

4. Explica cdmo se relacionan las formulas que hallaste en los
problemas 1,2y 3.

5. Con un diagrama de areas, demuestra que las expresiones
n? + 4n+ 4y (n + 2)? son equivalentes.

Secciéno Triangulos y nameros triangulares

Un tetraedro es una figura tridimensional regular de cuatro caras iguales.
Cada una de las caras tiene forma de triangulo equilatero. Esta es la
ilustracion de un tetraedro.

Anton ha empezado a cubrir cada cara con baldosas triangulares azules
y blancas.

A lo largo de cada arista, puede colocar 11 baldosas azules.

1. ;Cuantas baldosas (azules y blancas) necesita Anton para cubrir el
tetraedro por completo?
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Practica adicional ’

Puedes pegar dos tetraedros como muestra la figura.

2. ;Cuantas baldosas se necesitan para cubrir esta nueva figura
por completo?

Patréon de puntos:

Numero patron: 2 3

3. Estudia el patron de puntos y traza el patron de n = 4.

Puedes dividir cada patron en un triangulo y un rectangulo, de modo que la
base del triangulo tenga la misma cantidad de puntos que el lado derecho
del rectangulo. El siguiente es un esquema de como se puede dividir la
figura en un tridngulo y un rectangulo.

n n+1

4. a. Traza el triangulo del patron n = 5.
b. Traza el rectangulo del patréon n = 5.

c. ;Cuantos puntos hacen falta para el patron n = 5?

5. Escribe una expresion para el numero de puntos del patron n.
Usa el esquema de arriba.
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& Respuestas para verificar tu trabajo

A

Seccion

Patrones

1. Laformula de Jaime es correcta. Una manera de demostrarlo es
senalar que cada patron tiene n filas de tres puntos, mas uno en la
parte superior: 3n + 1.

2. a. Si, las dos féormulas son correctas. Tu explicacion puede diferir de
las que se presentan aqui. Si ese es el caso, coméntala con un
companero. Ejemplos de explicacion:

e Siponeslos numeros 0, 1, 2, 3, etc. en las dos férmulas, obtienes
el mismo patron de puntos.

e 2ln+1)—-1=2n+2-1=2n+1.

b. Una tabla te puede ayudar a hallar la respuesta a este problema.

Numero Numero
patron de puntos
1 1
2 3
3 5
4 7
5 9
6 1

La formula de David seria W=2n—10 W= 2(n+1)-3.

3. a. Puedes tener distintos patrones. Ejemplo de patron de puntos:

o0 oo.o.oo

°e0 ee000 00000

e 00000 00000 00000
n= 0 1 2 3

Esta es una buena manera de anotar el patron y el niumero patron.

b. NUMERO INICIAL = 2
PROXIMO = ULTIMO + 5
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Respuestas para verificar tu trabajo Ao

/P

4. a. Existen muchos patrones posibles. Comenta tu patrén con un
companero. Este es un ejemplo de patron.

o0
o0 XX

o0 o000 000

(X |ooo|ooo|ooo
n= 1 | 2 | 3 | 4

b. Asegurate de que tu formula directa y tu formula PROXIMO-
ULTIMO se correspondan con tu progresion. Coloca n = 3, 4, 5,
etc. para comprobarlo.

Una férmula directa para el ejemplo de progresion de 4a es:
P =3n — 1; nempieza en 1. (P representa el nUmero de puntos.)

Una férmula PROXIMO-ULTIMO es:
PROXIMO = ULTIMO + 3; el nimero INICIAL es 2.

5. Una ventaja de las formulas PROXIMO-ULTIMO es que a menudo
son mas faciles de hacer. Sélo tienes que mirar el niumero inicial
y el aumento o la disminucién.

Una desventaja de las formulas PROXIMO-ULTIMO es que no te
dan inmediatamente el numero de puntos de cualquier nimero
patron de la progresion. Para conocer el valor del elemento que te
interesa, tienes que generar primero todos los anteriores.

Si encontraste otras ventajas o desventajas, coméntalas
en clase.

Progresiones

Seccion

1. a. Al cabo de nsemanas, Belinda tiene 75 + 5n.

75 | 80 | 85 90 | 95 | 100 | 105 | 110 §

NN NN\

+5 +5 +5 +5 +5 +5 +5

b. 125 + 10n. Podrias razonar de una de las siguientes maneras:

e Puedo hacer una expresion viendo que 10 es el doble de 5
y que n sigue representando el nimero de semanas.

e Primero hice una tira y luego hallé una expresién para esa tira.
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2. a. El 15.° numero es el 420. El primer nimero es el 70, con n = 0.
El 15.° nimero serd n = 14, por lo tanto, 70 + 25 x 14 = 420.

b. El valor excede a 1,000 en el 39.° nimero (cuando n es 38
o mayor). Las estrategias variaran. Ejemplos de estrategia:

e Sj el valor de 70 + 25n debe exceder a 1,000, 25n debe exceder
a 930. Por lo tanto, n debe ser 38.

e 930 + 25 = 37.2, que se puede redondear a 38.

e Multiplica 25 por distintos numeros hasta que la respuesta exceda
a 930 (teniendo en cuenta los 70 adicionales).

Sigue completando la tabla hasta que la respuesta exceda a 930.

3. a. Compara tu progresién con la de un companero. Pidele que
compruebe si tu expresion es adecuada. Un ejemplo de progresion
aritmética de fracciones es: 10, 717, b, 217, 0, —217, b, —717, etc.

La disminucion constante de este ejemplo de progresion es 217.

b. Una expresion que represente el ejemplo de progresion de 3a es
10 — 217n, n empieza en cero.

4. Si, cuando sumas dos progresiones aritméticas, sumas los puntos de
inicio y los dos cambios. Quiere decir que la nueva progresion
empezara en la suma de los dos inicios y se modificara segun la suma
de los dos cambios.

5. a. Si, laféormula de Euleres V— A + C = 2; sustituyendo los
valores dados, obtienes 11 — 20 + 11 = 2.

b. Si, para una torre de nlados,

V=2n+1
A=4n
C=2n+1

V—-—A+C=02n+1)—-4n+ (2n+1)
=2n+2n—-4n+2
=2
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Secci(mO Nuameros cuadrados

1. Un patio cuadrado de 8 x 8 = 64 baldosas, por lo tanto, sobran 4
baldosas. Si contestaste que puedes hacer un patio cuadrado de 17
baldosas de largo y 17 de ancho, sélo colocaste tus cuadrados en el
perimetro del patio y el patio propiamente dicho esta lleno de arena.

2. 36 es un numero cuadrado, porque 6 X 6 = 36. Es el Unico cuadrado
perfecto entre 30 y 40.
3011 es un numero cuadrado porque 517 X 517 = 3011.

iObserva que los numeros cuadrados no son necesariamente
numeros enteros!

3. 3 3n 9
n n? 3n
n 3

4. n? + 20n + 100. Puedes hallar esta expresion observando tiras de
numeros, trazando un diagrama de areas como el que aparece abajo
o, posiblemente, haciendo una manipulacion de simbolos.

10 10n 100
n n? 10n
n 10

5. Los tres numeros siguientes de la progresion son 196, 256 y 324.
Observa las regularidades de la siguiente progresion.

4 1 64 100 144 49 196 256

6
\/\/\/\/\/\/\/\/\/

+4 +12 +20 +28 +36 +44 +52 +60 +68

NN

+8 +8 48 48 +8 +8 +8 48
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Secci(mO Triangulos y nameros triangulares

1. a. El nUmero de baldosas rojas y el numero de baldosas blancas
de cada fila aumenta de acuerdo con el patrén de los nimeros
triangulares. El patron de las baldosas rojas empieza con el
numero 1y el patron del numero de baldosas blancas empieza
con el niumero 0. Eso lo sabes, porque:

e hay una regla que dice que, si en la base de un teselado
triangular hay n baldosas, el numero total de baldosas es
igual a n?. El nimero total de baldosas rojas y de baldosas
blancas es 49.

b. Podrias hallar el nUmero total de baldosas de diferentes maneras.
Por ejemplo, observa el patréon de las baldosas blancas:

Numero de fila

desde la base 1 - 3 4 5 6 7
Numero de baldosas

s 6 5 4 3 2 1 0

El nimero total de baldosas blancases6+5+ 4+ 3+ 2 + 1 = 21.

El namero total de baldosas rojas es 49 — 21 = 28.

e Puedes observar el patron del niumero total de triangulos rojos
después de cada fila.

Numero de fila

desde la parte superior 1 2 3 4 5 6 7

Total de baldosas rojas 1 3 6 10 15 21 28

+2 43 +4 45 +6  +7

NN

+1 +1 +1 +1 +1

¢ El numero total de baldosas rojas es 28, por lo tanto, el numero
de baldosas blancas seria 49 — 28 = 21.
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2. a. 15tubos.
b. 325 tubos. Ejemplos de estrategia:
Usando la férmula de Nicomaco para hallar el 25.° numero triangular:
=3 % 25 x (25 + 1)
=17 X 25 X 26
= 325

Sumando la primera fila y la tltima, luego la segunda y la que sigue
a la ultima, y asi sucesivamente, obtienes 12 grupos de 26 mas los
13 del medio: 12 x 26 + 13 = 325.

c. Los problemas variaran. Ejemplo de problema:

Los triangulos de la izquierda y de la derecha son idénticos y
tienen 10 tubos en la base; el tridngulo del medio tiene una base
de 5 tubos.

Con la féormula de Nicomaco:
2 x %(10 x 11) + (5 x 6)
=110 + 15

= 125.

3. 387 Ejemplo de estrategia:

Puedes pensar en este problema de diferentes maneras. Una de
ellas es contar el numero de puntos de la fila que esta encima del
punto encerrado en el circulo, que es 27. El 27.° numero triangular

es 17(27 X 28) = 378. Al sumar los nueve puntos que hay en la fila
del punto encerrado en el circulo, obtienes 378 + 9 = 387.

4. Si necesitas ayuda con este problema, mira la competencia
de ping-pong.
El numero de partidos es% X 12 x 11 = 66.

5. El nimero de apretones de manos es igual al nUmero de partidos, 66.
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