[image: image1.jpg]


Logica

Turing-machines

Turing-machines (ingekort tot 'turmac') zijn denkbeeldige objecten bedoeld om het begrip 'algoritme' uit te werken. Voor praktische doeleinden zijn ze niet geschikt, en ze worden alleen gebouwd als instructiemateriaal voor onderwijs in de informatica of voor de lol door bevlogen hobbyisten. Je kunt een turmac beschouwen als een computer met één programma, geschreven in een heel primitieve taal. Het werk van een turmac bestaat eruit rijtjes symbolen die wij invoeren te lezen en braaf te bewerken volgens hun programma. Je kunt bijvoorbeeld denken aan een vermenigvuldigingsmachine: je typt twee getallen in als invoer en de machine levert dan als uitvoer het product van die twee.

Een turmac werkt met een bepaald alfabet. Dat kan ons gebruikelijke alfabet zijn, inclusief cijfers, het kan ook beperkter zijn (bijvoorbeeld alleen 0 en 1), of juist uitgebreider. 
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De buitenkant van een Turing-machine 

De turmac kun je je voorstellen als een doos waar een lint doorheen loopt. Het lint bestaat uit een eindeloze rij vakjes die tekens uit het alfabet bevatten, maar ook leeg mogen zijn. Eén van de vakjes is gemerkt als het BEGIN-vakje. Verder zit er op het doosje een knopje AAN. Er is geen UIT knopje.

Zet je de machine aan dan beweegt het lint eerst naar het beginvakje en leest dat. De machine kan het teken laten staan of vervangen door een ander teken uit het alfabet. Dan schuift de machine het lint één vakje dóór of een vakje terug, leest wat in dat vakje staat, vervangt dat teken of laat het staan, schuift het lint weer dóór of terug, enz. De machine kan op een gegeven moment zichzelf uitschakelen, maar kan ook eindeloos doorgaan. 

De logica van een Turing-machine

Wat op het lint staat voor je de turmac aanzet heet de invoer. Is de machine gestopt, dan is de uitvoer dat wat dan op het lint staat. 

Het gedrag van de turmac ligt helemaal vast, dat wil zeggen: Bij een gegeven invoer zal de turmac altijd dezelfde uitvoer geven. Hoe de machine reageert op één bepaald teken is echter niet altijd hetzelfde, de machine heeft namelijk een aantal standen; per stand kan zijn reactie op een teken anders zijn. 

Een reactie van de turmac is drieledig: 

· hij overschrijft het teken dat hij net gelezen heeft (eventueel met hetzelfde teken);

· hij schakelt over naar een nieuwe stand (of blijft in de stand waarin hij stond);

· hij beweegt het lint naar links of naar rechts.

Elke Turmac heeft één speciale stand waarin hij begint na inschakelen: de BEGIN-stand. 

De instructietabel
De werking van de turmac is vastgelegd in zijn instructietabel. Daarin is beschreven wat hij in elke stand doet, met elk teken. Bijvoorbeeld dat hij als hij in stand 3 staat en het teken "0" tegenkomt" het vervangt door "1", overschakelt naar stand 2 en dan het lint een vakje naar links beweegt. 

De machine heeft geen speciale UIT-stand. Wordt hij voor een situatie geplaatst die in de instructietabel niet is voorzien, dan slaat hij af. Leest de machine bijvoorbeeld een teken dat hij niet kent, of belandt hij op een leeg vakje, dan stopt hij. Ook als hij verwezen wordt naar een stand die verder niet in de tabel voorkomt, dan houdt hij op. 

Dit wordt verder uitgelegd in voorbeelden. 

Voorbeeld 1: Tweede Nul

De turmac "Tweede Nul" is bedoeld voor rijtjes in het alfabet {0,1}. Zijn werk is op zoek te gaan naar de tweede nul in het rijtje en daar halt te houden. 

De instructietabel van "Tweede Nul" ziet er als volgt uit:

	stand 
	gelezen teken 
	nieuwe stand 
	nieuw teken 
	richting 

	1
	0
	2
	0
	>

	
	1
	1
	1
	>

	2
	0
	3
	0
	>

	
	1
	2
	1
	>


De eerste regel in de tabel moet je zo lezen:

Als de machine in stand 1 staat, en een 0 leest, dan overschrijft hij die met een 0 (dus: laat de 0 staan), schakelt over naar stand 2 en schuift het lint door zodat hij het vakje rechts kan gaan lezen. 

Merk op dat in de tabel eerst de nieuwe stand wordt gegeven en dan pas het nieuwe teken dat geschreven wordt. 

In deze instructietabel komen eigenlijk drie standen voor. De beginstand is stand 1, waarin de turmac op zoek is naar de eerste 0. Zolang hij die niet tegenkomt blijft hij doorlopen naar rechts in stand 1. Komt hij een 0 tegen, dan schakelt hij over op stand 2 en blijft doorzoeken. Komt hij in deze stand nog een 0 tegen, dan moet hij overschakelen naar stand 3, en omdat hij die stand verder niet beschreven vindt in de tabel, stopt hij. 

Het is verhelderend stap voor stap te volgen wat de turmac doet bij een gegeven invoer. Op de volgende pagina zie je dat in beeld.

Het programma "Tweede Nul" heeft als invoer het rijtje 101101 gekregen. 

Dus het lint ziet er zo uit op het moment dat je "Tweede Nul" aanzet.

En vervolgens worden de stappen doorlopen zoals je in de figuren op de volgende pagina ziet.

(
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From this proposition it will follow, when arithmetieal addition has been
defined, that 1+1=2




De procesgraaf van een Turmac

Wat een turmac precies doet is vaak moeilijk af te lezen uit zijn instructietabel. Vaak is het dan handig de procesgraaf van de machine te tekenen. Daarin zijn de verschillende standen met rondjes aangegeven. Verder geven pijlen aan hoe hij van de ene in de andere stand overschakelt. 

De standen zijn als de punten in een netwerk aangegeven. Pijlen verbinden de standen, bij hun begin staat het teken dat gelezen wordt, daarna komt het teken dat geschreven wordt en de bewegingsrichting. Als het nieuwe teken hetzelfde is als het gelezen teken, wordt het niet vermeld. 
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De procesgraaf van "Tweede nul" ziet er zo uit:

Simulaties op internet

Op internet zijn verschillende applets beschikbaar om je Turmac te testen. 

Je kunt bijvoorbeeld terecht bij: 

· http://ironphoenix.org/tril/tm/ 
De instructietabel moet je daar intypen als een lijst van steeds vijf tekens gescheiden door komma's: [huidige stand], [huidig teken],[nieuwe stand],[nieuw teken],[richting]
Het programma van “Tweede Nul” ziet er dan zo uit:

1,0,2,0,>


1,1,1,1,>


2,0,3,0,>


2,1,2,1,>


Schrijf je het programma eerst in een Word-bestand en kopieer en plak het dan naar de applet. Dat is om te voorkomen dat je het programma steeds opnieuw moet intypen als je tussendoor een ander wilt uitproberen.


· http://www.science.uva.nl/~jaspars/TMachine/ 


Bij sommige applets wordt een leeg vakje gelezen als een vakje met een onderstreep: _. 

Soms accepteert de applet een ingevoerd programma niet. Kies dan eerst één van de programma's die standaard in de applet zitten, en laad die. Daarna lukt het laden van een eigen programma wel. 

Lussen

Een turmac kan bij bepaalde invoer in een lus geraken. Een heel simpel voorbeeld is de turmac: "IJsbeer"

	stand 
	gelezen teken 
	nieuwe stand 
	nieuw teken 
	richting 

	1
	0
	2
	1
	>

	
	1
	2
	0
	>

	2
	0
	1
	1
	<

	
	1
	1
	0
	<


die als je hem bijvoorbeeld 01 invoert, nooit meer stopt. 

Bij deze turmac blijft de band heen en weer bewegen. Een turmac kan ook in een lus raken terwijl hij alsmaar één kan top blijft bewegen Bijvoorbeeld door het hele lint vol te schrijven met 1-en. Aan het programma van een turmac is meestal niet te zien of hij in een lus kan raken. In het algemeen is het voorkomen van lussen in programma's een groot probleem. Het zou mooi zijn als er een algoritme was om te voorspellen of een programma een lus bevat. 

Voorbeeld 2: Laffe Hyena

Ook de turmac "Laffe hyena" heeft als alfabet {0,1,-} en zoekt de invoer af naar nullen. Staat een 0 geïsoleerd tussen 1-en in, dan verorbert hij die (maakt er een 1 van), maar staan er meerdere nullen naast elkaar, dan laat hij ze met rust. 

Ga ervan uit dat de invoer bestaat uit een rij nullen en enen met aan weerszijden vakjes met het teken - .

De instructietabel en de procesgraaf van Laffe Hyena zien er als volgt uit: 

	stand 
	huidig teken
	nieuwe stand
	nieuw teken
	richting

	1
	0
	2
	0
	>

	
	1
	1
	1
	>

	2
	0
	4
	0
	>

	
	1
	3
	1
	<

	
	-
	3
	-
	<

	3
	0
	1
	1
	>

	4
	0
	4
	0
	>

	
	1
	1
	1
	>
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Waarom Turing-machines?

Een algoritme is een recept om een bepaalde oplossing te vinden. Het woord stamt uit het Arabisch en sloeg oorspronkelijk op rekenmethodes voor het cijferen met Arabische cijfers. Het woord heeft inmiddels een algemenere betekenis en staat nu voor een recept of procedure die automatisch uitgevoerd kan worden. 

In onze tijd van voortschrijdende automatisering zijn algoritmen goud waard. Immers algoritmen zijn de basis voor computerprogramma's die ons denk- en rekenwerk uit handen nemen, zodat wij tijd hebben voor dingen die we leuker of belangrijker vinden.

Voorbeelden van algoritmen zijn de abc-formule om tweedegraads (kwadratische) vergelijkingen op te lossen, de techniek van het differentiëren, het in twee gelijke delen verdelen van een hoek met passer en liniaal, etc.

Maar een algoritme voor het oplossen van een vijfdegraads vergelijking bestaat niet, net zoals een algoritme voor het in drie gelijke delen verdelen van een hoek met passer en liniaal niet bestaat.

Het Entscheidungsproblem
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Door de eeuwen heen hebben wiskundigen gezocht naar algoritmen om hun vraagstukken op te lossen. Voor veel problemen vonden zij algoritmen. Voor andere niet, maar dat was misschien een kwestie van tijd en geduld. Aan het begin van de twintigste eeuw formuleerde David Hilbert in dit verband een optimistisch vermoeden: uiteindelijk is elk wiskundig vraagstuk te kraken, dat wil zeggen: ofwel er is een algoritme dat de oplossingen van het vraagstuk geeft, ofwel we kunnen bewijzen dat er voor het vraagstuk helemaal geen oplossingen bestaan. 

De wiskunde maakte aan het begin van de twintigste eeuw een stormachtige ontwikkeling door. Voorheen hanteerden wiskundigen nog intuïtieve begrippen als "oneindig klein", "ontelbaar veel", "een vloeiende beweging", een "gebied". Veel van die begrippen leidden tot verwarring en in verschillende gevallen tot ernstige fouten. 

De remedie was veel preciezer te zijn in de gehanteerde begrippen en technieken. Vage noties werden vervangen door strakke definities, wollige verhandelingen vervangen door heldere formules. Hilbert speelde een belangrijke rol in deze ontwikkeling, die bekend staat als het formalisme. Van zijn hand is bijvoorbeeld een nieuw axiomastelsel voor de meetkunde van Euclides.

Voor Hilbert was elk wiskundig vraagstuk te vertalen in een formule en kwam het werk van de wiskundige erop neer te bepalen of die formule "w" is (waar) dan wel "f" (vals) met behulp van de wetten van de logica. Zo bezien werd de hele wiskunde eigenlijk één vraagstuk, waarbij van een rijtje symbolen moet worden beslist door zuiver logisch redeneren of het een w-formule of een f-formule is. In een artikel uit 1928 schreef Hilbert over zijn idee van de wiskunde als één groot beslissingsprobleem, en sprak de verwachting uit dat er een algoritme zou worden gevonden dat bij elke formule die beslissing nemen kan. Het vinden van dit algoritme staat bekend als het Entscheidungsproblem. (Entscheidung= beslissing). 

Concreet zou zo'n algoritme betekenen dat een computerprogramma zou kunnen worden ontworpen dat van elke wiskundige bewering die daarin wordt ingevoerd kan beslissen of hij waar is, of onwaar, desgewenst met [image: image8.jpg]


het bewijs erbij. 

Hier een stukje 'tekst' uit "Principia Mathematica (1910-1913), het boekwerk waarin Bertrand Russell en A.N.Whitehead probeerden de hele wiskunde formeel op te bouwen. In dit fragment bewijzen zij dat 1+1=2. 
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Onbeslisbare problemen

Hilberts beslissingsalgoritme is nooit gevonden, sterker nog:  binnen enkele jaren waren er al twee bewijzen (onafhankelijk van elkaar) dat zo'n beslissingsalgortime niet kán bestaan. Beide verschenen in 1936, de ene was afkomstig van de Engelsman Alan Turing, het andere van de Amerikaan Alonzo Church.

Het bewijs van Turing is goed te begrijpen zonder veel wiskundige voorkennis. Het geeft behalve de oplossing voor Hilbert’s vraag, een diep inzicht in de mogelijkheden en de beperkingen van algoritmen. In de jaren twintig speelde deze discussie zich nog af binnen een kleine kring van wiskundigen en filosofen. Tegenwoordig spelen algoritmen een beslissende rol in de technologie en geeft het bewijs van Turing aan dat er principiële grenzen zijn aan de reikwijdte van Kunstmatige intelligentie. 

Zowel voor Turing als Church bestond de eerste stap eruit nauwkeurig te omschrijven wat onder een algoritme verstaan moet worden. 

Turing deed dat met denkbeeldige machines die eenvoudig gestructureerde programma’s hebben. Deze machines zijnn naar hun bedenker Turing-machines genoemd. Hoewel de programma’s heel eenvoudig zijn, liet hij zien dat ze feitelijk alles kunnen berekenen wat je met algoritmes kunt beschrijven. Church bedacht 'berekenbare functies' maar die bleken precies hetzelfde te kunnen als de Turing-machines. Inmiddels is iedereen ervan overtuigd dat Church en Turing met hun concepten alles ondervangen wat 'algoritmisch' is. Deze overtuiging staat bekend onder de naam : the Church-Turing thesis (These van Church en Turing).

Zo zijn de Turing-machines voor de informatica geworden wat het atoommodel voor scheikundigen is. Al bestaan computerprogramma's niet letterlijk uit Turing-machines, zij kunnen er wel uit opgebouwd worden en op die manier brengen zij de mogelijkheden en beperkingen van programma's in beeld. 

Een kwestie van "ja" of "nog niet"

Als je de code van een cijferslot vergeten bent dan kun je door systematisch uitproberen de juiste code weer achterhalen. De code zal wel bestaan uit 4 of 5 cijfers. Dus binnen afzienbare tijd heb je alle mogelijke codes uitgeprobeerd, en de goede code gevonden.

Anders wordt het als je niet weet hoe lang de goede code is. Ook dan kun je systematisch gaan proberen, maar is niet te voorzien hoe lang je bezig zult zijn. Op de vraag wat de juiste code is kun je dan nog geen antwoord geven zolang je hem niet gevonden hebt. Nóg erger wordt het als je helemaal niet weet of er überhaupt wel een goede code is. Ook in dat geval kun je systematisch proberen. Vind je een goede code, dan ben je klaar. Maar zolang je nog geen goede code gevonden hebt, blijft ongewis of die ooit zal komen. 

In de wiskunde komen zulke ja/nog-niet situaties veel voor. Bijvoorbeeld: is er een getal dat de oplossing is van een bepaalde vergelijking. Je kunt systematisch mogelijke getallen gaan proberen, misschien heb je geluk en vind je een oplossing. Maar vaak vind je niks. Na een tijdje vruchteloos proberen slaat dan de twijfel toe en vraag je jezelf af of er geen slimmere manier is om een oplossing te vinden. Soms zijn er stellingen die je kunnen helpen, soms kun je een oplossing raden, en soms kun je aantonen dat er geen oplossing kan bestaan. Maar bij veel problemen kom je er met zulke slimheden ook niet uit, en blijft het antwoord vooralsnog "nog niet". 

Hilberts beslissingsalgoritme zou voorgoed een eind maken aan al die "nog niet"-situaties, want zijn algoritme zou op elke wiskundige vraag die je voorlegt binnen een aangegeven tijd een definitief antwoord moeten geven: "ja"of "nee". 

Stopt de machine ooit?

Het voorbeeld dat Turing bedacht van een onbeslisbaar probleem is een typische "nog niet" situatie. Stel je hebt het programma voor een turmac en de invoer waarop je die turmac wil laten werken. Je zet de machine aan en de berekening begint. De vraag is dan of de machine ooit zal stoppen met de berekening, en klaar is, dan wel in een lus belandt en eeuwig door blijft gaan. Deze vraag noemen we de halt-vraag.

Halt-vraag: 
Zal de turmac die werkt volgens programma p, en met invoer i een 

berekening leveren die op een gegeven moment klaar is (of blijft hij eeuwig doorgaan?

Omdat je al snel niet meer overziet wat de machine aan het doen is, zie je eigenlijk alleen nog maar of de machine nog bezig is, dan wel klaar is. Stopt de machine op een gegeven moment dan weet je dat het antwoord op de halt-vraag "ja" is. Maar zolang hij door blijft draaien weet je niet of hij straks zal stoppen, of morgen, of misschien wel nooit. 

Een wiskundige vraag

Het halt-probleem is een wiskundig probleem, al herken je het misschien niet direct als zodanig. Daarom een paar vereenvoudigingen:

1) Hoewel Turing-machines met allerlei alfabetten zijn te maken is het middels een vertaling altijd mogelijk de machine om te werken tot een programma dat alleen met 0 en 1 op de band werkt. De hele invoer van een machine kun je dan zien als één getal geschreven met 0-en en 1-en. 

2) Het programma van een Turing-machine is een stukje tekst dat je kunt vertalen in een sliert 0-en en 1-en. Op die manier is het programma van een turmac ook gewoon een tweetallig geschreven getal. 

3) We kunnen het programma van een turmac dus zien als een getal, en de invoer ook als een getal. Andersom kan een tweetallig getal gelezen worden als de invoer van een turmac, maar ook als het programma van een turmac.

De kunst is nu een algoritme te vinden dat uit deze twee getallen berekent dan wel 1 (= ja, de machine zal halt houden) dan wel 0 (= nee de machine komt in een lus terecht en gaat eeuwig door).

Heeft Hilbert gelijk dan moet zo’n zijn beslissingsalgoritme bestaan en zou er dus een Turing-machine H moeten zijn die bij invoer van twee getallen x en y zegt of programma x werkend op invoer y stopt dan wel eeuwig doorgaat. Dat antwoord levert H dan bijvoorbeeld in de vorm van een 0 of een 1:

H(x.y) = 1    (  de machine met programma x en invoer y stopt op een gegeven moment. 

H(x.y) = 0    (  de machine met programma x en invoer y raakt in een lus en stopt nooit. 

Machine H kan niet bestaan

Turing laat in het artikel uit 1936 zien dat zo'n machine niet kan bestaan. Hij doet dat met een bewijs uit het ongerijmde. Daartoe veronderstelt hij dat er wel zo'n machine zou bestaan en leidt daaruit een tegenspraak af. De tegenspraak in dit geval lijkt op die in de paradox van de Barbier: 

De burgemeester van een dorpje draagt de barbier (kapper) op "scheer iedereen die zichzelf niet scheert". 's Ochtends voor de spiegel raakt de barbier daardoor in een verlammende lus: als hij zich gaat scheren scheert hij zichzelf en moet hij zichzelf niet scheren. Maar als hij zichzelf niet scheert dan moet hij zich wel gaan scheren... 

Laten we de machine B "de barbier" noemen. B zit als volgt in elkaar:

Geef je B de invoer i, dan rekent hij met het beslissingsprogramma van Hilbert even uit wat H(i, i) is:

· blijkt dat H(i, i) = 1 dan gaat B over op een lus en stopt nooit. 

· blijkt daar en tegen dat wat H(i, i) = 0 dan stopt B onmiddellijk. 

Zonder het programma van B verder uit te werken hoop ik dat je inziet dat turmac B niet moeilijk te maken is als je turmac H zou hebben. 

Nu komt het dilemma: het programma van B kun je omzetten in zijn code, zeg b. 

Wat zal B nu doen als je hem zijn eigen programma b invoert?

Hij rekent eerst uit wat H(b,b) is. Daar kan geen 1 uitkomen want dan gaat B over in een lus. Maar dan had H, die immers altijd gelijk heeft, dat al moeten weten, dus moeten aangeven H(b,b) = 0. Dan rest alleen de mogelijkheid dat H(b,b) = 0. Dat zou voor B echter betekenen dat hij onmiddellijk stopt. Maar dan had H al moeten melden H(b,b) = 1. Tegenspraak. 

Kortom als H zou bestaan dan zou ook de paradoxale turmac B bestaan die noch stopt noch door blijft draaien als je hem zijn eigen programma invoert. 

Daarmee gaf Turing als eerste een voorbeeld van een wiskundig probleem dat nooit met machines beslist kan worden. Sindsdien zijn er nog vele gevolgd. Zo bestaat er geen algoritme om te voorspellen hoeveel 1-en je maximaal kunt maken zonder te lussen met een programma in een gegeven aantal stappen (turmac “Busy Beaver”).
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